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RESUMÉ 
11 est prouvé par J. H. Anderson, J. W. Bunce, J. A. Deddens et J. P. Wilhams, que -- 
si A est D-symétrique [i.e. R( 8,) = R( S,.), avec R( 8,) la femreture en norme de 
l’image, R(S,) de 8, dans L?‘(H)], alors AT = TA implique que AT* = T*A pour 
tout un opérateur T E Fr( H ), oiì ‘8J H) désigne l’ensemble des opérateurs de classe 
trace. Dans eet article nous considérons les opérateurs A tels que AT = TA implique 
AT* = T*A pour chaque T E $YI( H). Nous appelerons ces opérateurs P-symétri- 
ques. Nous donnerons quelques propriétés de base concemant cette classe. 
1. INTRODUCTION 
Soient H un espace de Hilbert complexe séparable et S, une dérivation 
intérieure sur l’algèbre _Y( H) d 
W,)“’ 
es opérateurs bomés sur H. On notera 
la fermeture de R(6,) pour la topologie ultra-faible et R( 6,) w la 
fermeture de R(6,) pour la topologie faible des opérateurs. 
Dans $3 nous prouvons que R( 6,) n_%% H) = R( S,)“’ nsi% H), où 
33 H) désigne l’ensemble des opérateurs compacts sur H. Ce résultat nous a 
permis de caractériser les shifts pondérés de poids tous non nuls qui sont 
P-symétriques. 
*Les résultats du présent article constituent une partie de la these de doctorat du premier 
auteur [3]. 
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Le résultat principal de $4 donne une version plus élaborée dun théorème 
similaire de J. P. Williams [B], concemant une caractérisation algébrique de la 
fermeture faible de l’image de 6, induite par un opérateur diagonalisable. 
En conséquence, nous obtenons que: si A2 = 0 et A f 0, alors A n’est pas 
P-symétrique. 
Enfin, dans 95 nous introduisons les ensembles suivants: g,-$ A) = 
{C E_Y(H) :CL?(H) +..Y(H)C cR(iS,)"*), Z,(A) = {Z EL?(H): 
ZR(S,) + R(S,)Z c R( SA)W*} et 9,(A) = {B E p(H) : R(S,) 
= R( 6,) ‘? qui généralisent ceux introduits par J. P. Williams dans [9]. En 
première partie nous appliquons les résultats de $1 et $2 pour étudier ces 
ensembles. En deuxième partie nous donnons une description de ces ensem- 
bles pour certaines classes d’opérateurs. Nous obtenons gO( A) = {O), Z,,(A) 
= {A}' et 29,,(A) = {A)", pour A un opérateur normal à spectre fini. 
2. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 
Nous rappelons certains préliminaires de la théorie des opérateurs 
linéaires. Le terme espace de Hilbert signifie un espace vectoriel muni dun 
produit scalaire noté ( 1 ) et d’une norme notée II-II. On supposera que H 
est complet pour cette norme et séparable, i.e. de dimension infinie avec une 
base orthonormée dénombrable. On dit qu’un opérateur A est auto-adjoint si 
A = A*. On dit qu’un opérateur auto-adjoint A est positif si ( Ar] x > > 0, 
pour tout x E H. On notera par la suite u(A), l’ensemble des scalaires h tels 
que A - h est non inversible dans p( H ). Si A E GYl( H) et {e,} une base 
orthonormée de H, alors la quantité tr A, appelée la trace de A est définie 
comme suit: 
tr A = 5 (Ae,]e,). 
n=l 
Pour g et w vecteurs de H, g @ w est l’élément de _F( H) qui transforme 
x E H en (xlw)g. 
NOTATIONS. 
(i) On désigne par _Y( H >',* l’ensemble des formes linéaires continues 
pour la topologie ultra-faible. 
(ii) Soient _Y( E) l’ensemble des applications linéaires sur E et M un 
sous-espace de L?(E). On désigne par M ' l’orthogonal de M dans la dualité 
L?‘(E), -F’( EI’. 
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(iii) Si f est une forme linéaire sur 9’( H ), l’adjoint de f est la forme 
linéaire f * sur _Y( H > défìnie par f *( X 1 = f ( X *) pour tout X E 9’( H 1. 
DÉFINITION 2.1. _YO( H) est l’ensemble des éléments A de _F( H) tels 
que tout espace propre est orthogonalement réduisant (si x f 0 est tel que 
Ax = Ax alors A*x = hx). 
LEMME 2.2 [5]. Si H = 03:=, H, (somme directe orthogonale), où 
dim H, < +m, et si A = ar= 1 
w 
A, sur H, alors tout opérateur positif dans 
R( 8,) est nul. 
Preuve. Supposons que AX, - X, A = P positif, avec {X,} une suite 
généralisée dans _Y( H ). Si on note Qn la projection orthogonale sur H,, 
alors on a 
AnX:“’ - X;"'A, = Q,,( PIH,), 
où XL”’ est la compression de X, à H,. Comme dim H, < 01, on en tire que 
Q,(PIH,,) E R@), ce qui implique Qn( PI H > = 0 car ce demier o érateur 
est positif sur H,,. Alors 0 = Q,, PQ,, = (fi)*fl d’où d= 0, ou 
encore PQ,, = 0. Comme xz = 1 Qn = Z, il s’ensuit que P = 0. ??
Nous donnons maintenant un bref résumé concemant les proprietés des 
opérateurs D-symétriques et des opérateurs P-symétriques dont nous avons 
besoin (peur plus de details voir [2] et [4]). 
REMARQUE. Il est à noter que si R( 6,) w* est auto-adjoint [i.e. si X 
E R( 6,) “‘1, alors X* E R( S,)w* si et seulement si R( 6,) LU* = R( 6,.) w* 
et ceci équivaut à dire que R( 8,)’ n [_Y( H)]‘“’ est auto-adjoint. 
THÉORÈME 2.3 [2, Proposition 2.41. Si A EL?( H ), alors on a l’équiva- 
lente suivante: 
(1) A est D-symétrique; 
(2) (i) [ A], classe de A duns l’algèbre de Calkin est D-symétrique et 
(ii) AT = TA implique AT* = T*A pour tout T E %F1( H). 
DÉFINITION 2.4 [4, Défìnition 1.21. Soit A E_F(H). Si AT = TA im- 
plique AT* = T*A pour tout T E gl( H ), on dit que A est P-symétrique. 
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THÉORÈME 2.5 [4, ThéorèTe 1.31. 
w 
Si A EL?(H ), alors A est P-symétri- 
que si et seulement si R( 8,) est auto-adjoint. 
3. CONDITION @ÉSSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU’UN 
SHIFT PONDERE SOIT P-SYMETRIQUE 
THÉORÈME 3.1. Si A E.L?( H >, alors 
R( 6,) nz( H) = mU;* nZ%Y( H). 
Preuve. Soient K E R( S,)“’ n3$H> et f E R(S,)‘. D’après J. P. 
Williams [7, p. 2761 on a R(S,>’ E R(S,)’ n5ZfH)” CB {A}’ n E’&H). Alors 
f=fo +fT,oùfo E R(S,)' n3$H>“,f,(X> = tr(TX)pourtout X EL?(H) 
et T E ‘ZJ H) n {Al’. Comme fT E R(S,)’ nZ(H)‘IU*, on en déduit que 
j-(K) =j-,(K) +f,w) = 0 i.e. K E n{Ker(f): f E R(S,>‘} = R( 8,). W 
NOTATIONS. Soient {ek, k E N ou Z} une base orthonormée de H et 
(Wk, k E N ou Z> une suite de nombres complexes. On suppose que pour 
tout k E N ou Z, wk # 0. Soit S le shift pondéré de poids wk, k E N ou Z 
et S, le shift pondéré de poids Iwk 1. 11 est connu que S et S, sont 
unitairement équivalents. Alors sans perdre de généralité on peut supposer 
que wk = Iwkl # 0, pour tout k E N ou Z. 
COROLLAIRE 3.2. Soit Sek = wkek+ 1, k E N ou Z. Alors S est P- 
symétrique si et seulement si Ck~k~k+i *** w~+~ = M, peur teut n E N. 
Preuve. Supposons que S est P-symétrique. Puisque pour tout i 2 j, 
e, Q ej E R( S,) [6, p. 465 et 4681 et (ei @ ei)* = e. 8 ei, alors on en déduit 
wJ d’après le théorème 2.5 que ei Q e, E R( 6s) . 11 s’ensuit d’après le 
théorème 3.1 que ej Q ei E R( 6,); en conséquence on obtient ei 8 ej 
E R( 6s) pour tout i, j E N ou Z i.e. a H) c R( 6,). Ceci équivaut d’après 
[6, p. 4691 à dire que Ckwkwk+ 1 ... wk+,, = ~0, pour tout 72 E N. 
Réciproquement, si &w~w~+~ ..* wk+,, = 00 pour tout n E N, alors 
% H) c R( 6,) et ceci équivaut d’après [7, p. 2771 à dire que {S}’ n Fl( H) 
= (0) i.e. S est P-symétrique. ??
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LEMME 4.1. Si A est un opérateur à spectre ponctuel vide, alors R( S,) w 
=9(H). 
Preuve. ’ Supposons que R( S,) w ~5% H ). Ceci équivaut d’après [7, p. 
2751, à l’existence d’un opérateur T non nul, de rang fini, tel que AT = TA. 
Soit H, = R(T), l’image de T. Alors H, est invariant par A; en consequente 
on a U( Al H,) = ap( Al H,) i.e. crp( A) # 0. 
THÉORÈME 4.2. Soit A EL?,,(H) (déf ‘t’ ma zon 2.1), alom on a équivalence 
entre les assertions suivantes: 
(1) A est diagonalisable; 
(2) tout opérateur positqdans R( S,) * est nul; 
(3) R( S,) w ne contient aucune projection orthogonale non nulle. 
Preuve. (1) a (2): C’est une conséquence immédiate du lemma 2.2. 
(2) =j (3): Evident. 
(3) * (1): Supposons que A n’est pas diagonalisable. Sia;( A) = 0, la 
conclusion découle du lemma 4.1. Supposons que aP( A) # 0 et considérons 
H, le sous-espace engendré par tous les vecteurs propres de A. Si on 
décompose H en H = H, @ HOL , on peut écrire 
en conséquence on a u (C) = 0. Par application du lemma 4.1 il existe une 
suite généralisée (X,) æe _Y( HOL) telle que 
cx,-x,c=z. 
0 0 
Si X, = o x, , alors 
-i 1 
- c 
i 
0 O A-YY-XaA= 0 cx,_x,c )=(; ;)=P. 
On en déduit que P E R( S,) %, ce qui contredit le fait que R( S,) w ne 
contient aucune projection orthogonale non nulle. ??
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LEMME 4.3. Soit A ET(H). Si A est racine d’un polynôme quadra- 
tique, alors tout opérateur positif dans R( 8,) w est nul. 
Preuve. Soient A EL?(H) et p, y E @ tels que A2 - 2/3A + Y = 0. 
Si P est un opérateur positif dans R( aAA) w, alors il exists une suite généralisée 
( X,> telle que 
AX,-X,A=P. (*) 
On obtient 
A’X, - X, A2 = AP + PA. 
On a 
0 = ( A2 - 2PA + 7)X, - X,( A2 - 2PA + 7) = AP + PA - 2/3P. 
On en déduit que 
AP + PA - 2pP = 0 i.e. P(A-/3) +(A-P)P=O. 
Alors P2(A - p) - (A - /?)P” = 0. Comme P est positif, en supposant 
que 11 PI1 < 1 (usage dun facteur scalaire), P = [Z - (Z - P2)]1’2 est la 
somme d’une série entière en Z - P2> dont chaque terme commute avec 
A - B, alors P(A - /3) - (A - p>P = 0. On en déduit d’aprés que AP = 
PA = PP. Et p ar multiplication à gauche et à droite par P le terms ( * ) on 
obtient P3 = 0 i.e. P = 0 car P est positif. ??
THÉORÈME 4.4. Si A2 = Oet A # 0, alors An’est pas P-sywzétrique. 
Preuve. 11 existe f = Ah, vecteur non nul dans R(A). ( A*flh) = 
IIAhl12 f 0, donc Af = 0 et A*f # 0. Comme (A*>’ = 0, on choisit de 
même g non nul tel que A*g = 0. Notons A*f = w; <w’f> = ( A*flf> = 
<flAf> = 0 i.e. w et f sont orthogonaux. Si X = Ilwll- (g @ w> et Y E 
T(H), alors il s’ensuit que: 
((A*X-X 
et 
((AY - YA)f 
*>lgl = OlIg) - cwg) 
= -(glg) = -llgl12 
c& = (YflA*g) - (Olg) = 0. 
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Supposons que A*X - XA* E R( 6,) W*. Alors il existe une suite généralisée 
(Y,> de L?(H) telle que pour tout x, y de H, on a 
((AT? - KJblY) -p*x -m*blY). 
On en déduit que, 
O=((AY,-Y,A)flg) +((A*X-XA*)flg) = -ll& 
a 
11 s’ensuit que g = 0 et ceci montre que A*X - XA* 4 m6,)“* i.e. 
R( 8‘4) we n’est pas auto-adjoint; en conséquence on obtient d’après le 
théorème 2.5 que A n’est pas P-symétrique. ??
5. PROPRIÉTÉS ET DÉSCRIPTIONS DE go(A), Z,(A) ET *,,( A) 
Puisque l’étude des opérateurs 
opérateurs A tels que R( 8,) w* 
P-symétriques revient à étudier les 
est auto-adjoint, alors il est naturel d’intro- 
duire les ensembles suivants: 
gO( A) = (C E.F( H) C_Y’( H) +_Y( H)C = mw*)’ 
z,(A) = (zE~(H):zR&) +R(~~)zcK@J~*), 
.&,(A) = (B EL?(H): R(6,) c mw*). 
THÉORÈME 5.1. Si A est P-symétrique, alors 
(i) kFa( A), Z,(A) et B,,(A) sont des C*-algèbres, jèr&es pour la 
topologies ultra-faible dans L?(H) (algèbres de Von Neumann). 
(ii) ‘G?& A) est un idéal bilatère de Z,(A). 
(iii) R(S,) C R( 6,)‘“’ p uur tout B E C*(A), la C*-aZgèbre engendrée 
par A. 
Preuve. (ij: 11 est clair que F?a( A), Z,(A) et 9,,(A) sont des algèbres 
fermées pqur la topologie ultra-faible dans 9’( H ). Puisque R( 8,) w* 
on en déduit qu’elles sont des C*-algèbres. 
(ii): Montrons que Fa(A) est un idéal bilatère de Z,(A). Si Z E Z,(A) et 
182 S. BOUALI AND J. CHARLES 
C E E?,,(A), alors pour teut X EL?(H) on a X(CZ) = (XC) E R(S,)“*Z 
c R( SJ’Z c E@J6,)“* et (CZ)X = C(ZX) E R( S,)w*. Ceci montre que 
gO( A) est un idéal à droite. Comme @F~( A) est une C*-algèbre, on en déduit 
qu’elle est un idéal bilatère de Z,(A). 
(iii): Comme BO( A) est une C*-algèbre contenant A et Z, alors elle 
contient C *( A). 
THÉORÈME 5.2. Soit A E _!8 H ). Alom on a équivalence entre les asser- 
tions suivantes: 
(1) A est P-symétrique; 
(2) A*A - AA* E ‘%‘,& A); 
(3) A*R@,) + R(S,)A* c R(=‘*. 
Preuve. (2) = (3): Si X EL!?( H >, alors on a: 
( A*A - AA*) X = A*S,( X) - S,( A*X) et X( A*A 
= S,(X) A* - S,( XA*). 
Ainsi l’équivalence entre (2) et (3) découle immédiatement 
identités. 
(1) * (3): Supposons 9ue A est P-symétrique. 11 résulte du 
que R(S,)“* = R( S,,)“: . Comme 
- AA*) 
de ces deux 
théorème 2.5 
A*S,,( X) = 6,.( A*X) et S,*(X) A* = 6,*( XA*), 
on en déduit que 
A*R( 6,) c A* mw* = A*mw* c m6,,)* = @qw*. 
De la même façon on montre que R(S,)A* C R( 6,) Wf i.e. A* E Z,(A). 
(3) 3 (1): Soit f E R(S,>’ n [_Y(H )l’“*. Montrons que f* E R(6,)’ n 
[9’(H)]‘W*. 
Pour teut n 2 1, A*“R(S,) c R(6,)“’ et A”R(S,) c R(6,) donc pour 
tous p et q entiers positifs, A*f’A9R(OA) C R( S,)w* et APA*9R(6,) 
c R( aAA) w*. Alors si D est un produit de A et A*, on a DR(6,) C R( 6,) w’. 
Soit D = BAC, Z3 et C sont donc comme D des produits de A et A*; ainsi 
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si X E_Y(H), f(B[ A(CX) - (XC)A]) = 0. f([SXC]A - A[BXCI) = 0, 
d’où f(BACX) = f( ABCX) = f( ApA*qX) si D est constitué de p facteurs 
égaux à A et de q facteurs égaux à A*. 
Si X E_Y( H), alors comme e A = l:=OA”/n!, pour tous (Y, P de 5, 
f(e aA+pA*X) =f(eaAePA*X) = f(epA’eaAX). Puisque R(S,)A* C R( 6,)% , 
alors on en déduit que f(XeaA+pA*) = f(Xe”AePA*) = f(XePA*emA). Or 
fL4X) = f<XA) p our tout X E_F(H ). Par conséquent f( A”X) = f<XA”) 
pour tout n > 1. On en déduit que pour tout (Y E @, f(eaAX) =f(XemA). 
On définit la fonction g sur @ comme suit: 
g(~) = f( eiAA*xe-iAA*) = f( e-ihA+iÄAeiAA*xe-iAA’) 
=f(e 
+ihAeiAA’ xe-iAA*e-ihA)_ 
On déduit des identités précédentes que pour tout A E @, 
Puisque hA + hA* est auto-adjoint, alors ei(hA+AA*) et e-i(hA*tÄA) sont 
unitaires. 11 s’ensuit que 
VA E c, lg(A)1 G Ilfll IIXII. 
Pour X fixé dans _.F’( H ), g est une fonction holomorphe bomée. D’après le 
théorème de Liouville, g est constante. 11 en résulte que g’(h) = 0 pour tout 
h E c. Or g ‘(0) = 0 implique que f< A*X - XA*) = 0 pour tout X ET(H) 
i.e. f * E R(S,)’ fl [2(H)IrW*; ceci montre que A est P-symétrique. ??
LEMME 5.3. Si A est un opérateur de L?‘( H ), akm 
Z,(A) = (2 E_T( H): S,(A) E go(A)). 
Preuve. Si Z E Z,(A) et X ~22’( H), alors S,( A)X = ZS,(X) - 
6,(ZX) et X8,< A) = 6,(X)Z - 6,(XZ). Ceci entraîne que 6,( A)X 
E m6,)“* et X&(A) E R(6,)““; en conséquence on a S,(A) E %To( A). 
Réciproquement, montrons que si Z E_Y’( H > tel que S,(A) E go(A), 
alors Z E Z,(A). En effet, puisque Z6,(X) = 6,(ZX) + 6,( A)X et 6,(X)Z 
= S*(XZ> + X S,(A), il en découle que Z E Z,( A). Ce qui achève la démon- 
stration. ??
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COROLLAIRE 5.4. Soient A un opérateur P-symétrique et X E 9’( H 1. Si 
AX - XA E %‘,,( A), alors AX* - X*A E gO( A). 
Preuve. Soit AX - XA E ‘GF,$A). D’après le lemme précédent ceci im- 
plique que X E Z,(A). P UIS ’ q ue A est P-symétrique, il vient du théorème 5.1 
que Z,(A) est une C*-algèbre. On en déduit que X * E Z,(A). Par une 
deuxième application du lemme précédent, on obtient AX* - X*A E 
F,,( Ah ??
REMARQUES. Si H est de dimension finie, il en découle d’après J. P. 
Williams [9], que GT,& A) = (01, Z,(A) = ( A)' et B’& A) = IA)“. Supposons 
que H est de dimension infinie et prenons A E_Y?( H > tel que R( 8,) w* = 
_F’( H ), alors on obtient e,,(A) = Z,(A) = B’a( A) =L?( H 1. Ainsi cette re- 
marque soulève une question intéressante: chercher une classe d’opérateurs 
P-symétriques en dimension infinie pour laquelle on a g,$ A) = (O], Z& A) = 
( A}' et B’a( A) = (Al”. 
LEMME 5.5. Soit A EL?(H). Si m6,)“* ne contient aucun opérateur 
positif non nul, alors F,,(A) = (0) et Zo(A) = ( A}'. 
Preuve. Si C E GYa( A), alors CC* E R( 8,) w*; par conséquent on a 
C = 0. Montrons que Z,(A) C ( A}'. Soit Z E Z&A). ysque 8,( A)X = 
ZS,( X) - 6,(2X), il s’ensuit que S,(A)_Y(H) C R( 6,) ; en conséquence 
on obtient 6,(AX6,(A))* = 0 i.e. 2 E (Al’. 
Réciproquement, si 2 E (Al’, alors pout tout X Ez(H) on a 28_+,(X) = 
S,(W) et 6,(X)2 = 8,(X2) i.e. 2 E Z,(A). ??
COROLLAIRE 5.6. Soit A un opérateur P-symétrique à spectre dénomh-a- 
bie. Alors on a équivalence entre les assertions suivantes: 
(1) go(A) = (0); 
(2) A est diagonalisable; 
(3) Z,(A) = IA]‘. 
Preuve. (1) * (2): Supposons que go(A) = (0). Compte tenu du 
théorème 5.2, on en déduit que A*A - AA* = 0 i.e. A est normal. Puisque 
le spectre de A est dénombrable, il s’ensuit que A est diagonalisable. 
(2) * (3): En vertu du théorème 5.2 et du lemme 5.5, le résultat est 
immédiat. 
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(3) * (1): supp osons que Z,(A) = {A)‘. 11 wit du théorème 5.1 que 
Z,(A) est une C*-algèbre et du théorème 5.2 que A* E Z,(A) i.e. A est 
normal. Comme (T(A) est dénombrable, alors A est diagonalisable. Compte 
tenu du théorème 4.2 et du lemme 5.5 on obtient le résultat. ??
THÈORÈME 5.7. Soit A un opérateur norm&. Si U(A) est fini, alors on 
a ‘2?,,(A) = (01, Z,(A) = {Al’ et a,,(A) = IA)“. 
Preuve. Puisque A est normal à spectre fini, il vient du corollaire 5.6 
que k??a( A) = (0) et Z,,(A) = {Al’. Montrons que 9,,(A) C {Al”. En effet, 
soient B =Sa(A), T E {A)’ et X Ei. Puisque 6r(B)X = T&(X) - 
6,(TX), alors S,(B)X E R(6,)“’ ; en conséquence obtient [ S,( B)][ &.(B)]* 
E R( s,y*. 11 vient du théorème 4.2 que [ 6,( B)][ 6,( Bl]* = 0 i.e. TB = BT. 
Ainsi on a montré que { A}' C (B}’ i.e. B E { A}“. 
Réciproquement, supposons que B E {Al”. On sait que B est un 
polynôme en A. D’après le théorème 5.1, B’,,(A) est une algèbre contenant 
A; en conséquence on a B E gO( A). W 
Nous remercions les refereés dont les observations nous ont permis 
d’améhorer les démonstrations de certains résultats de eet article. 
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